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Resumen

Con este trabajo elemental de investigacion en el aula presentamos como
una experiencia el estudio del problema: LAREGRESION Y LA CORRELA-
CION LINEAL DE UNA VARIABLE ESTADISTICA BIDIMENSIONAL
Y EL SIGNIFICADO GEMOETRICO, utilizando para ello las propiedades
elementales del trinomio de segundo grado y su grafica, que es una parabola, y
la traslacién de ejes de coordenadas, evitando con ello el calculo con deriva-
das.

Al final damos una aplicacién a la geometria del plano.

Abstract
In this article we presents some geometric topics over the regression and
correlation lineal in the secondary teaching.

Introduccion

Comenzamos enunciando el siguiente problema.

Problema.- Sea la variable estadistica bidimensional (X,Y) donde X e Y
son variables estadisticas unidimensionales, de la que conocemos la distribu-
cién conjunta de puntos, Py(x;,y;), coni=1,...n
_ Queremos encontrar e interpretar las rectas de regresion lineal de y sobre

X, dada por y = b x + a, y la recta de regresion lineal de x sobre y, dada por
x=b’y+a’, utilizando como criterio de optimizacién el de minimos cuadrados,
para determinarlas como las curvas de ajuste o aproximacién de la nube de
puntos P;,i=1,...n.

Es decir: calcular las rectas de regresion lineal de tal forma que la desvia-
cién cuadratica, de y sobre x, como de x sobre y, que estin dadas, respectiva-
mente, por las formulas:

n
S(ab) =3 (y;-@tbx))* (1), (ysobrex), y

i=1
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n
b 3 2 b 2
S (@)= 3 (x;- @+b’y) (2), (xsobrey),
i=1
sean minimas.
Basta resolver el problema para el caso (1), ya que el caso (2), se resolve-
r4 por simetria intercambiando los papeles de las variables.

Observacion: A la desviacion cuadratica definida anteriormente, también
se le llama error cuadrético.

Resultados previos

Los alumnos deben conocer y manejar completamente los siguientes con-
ceptos y resultados:

a) La funcion cuadratica y = f(x) = ax Zibx + ¢, donde a,b,c, €R, con ano
nulo y cuya grafica es una parabola con eje de simetria vertical, y con las
ramas hacia arriba (céncava) si a > 0, y con las ramas hacia abajo (convexa),
sia<0.

Los resultados anteriores son consecuencia del estudio del signo de la fun-
cién cuadrética, y = ax>+bx+ ¢, y de sus propiedades algebraicas y geométricas
elementales, en su dominio, R

a,) El vértice, V, de la pardbola viene dado por:

V (-b/2a, f(-b/2a)), que es, el punto minimo o maximo absoluto de la funcién
o de la paréabola, respectivamente, paraa >0,y a <0.

a,) Dada la variable estadistica X, cuyos valores dados son x;,i=1,2,...n.

2 X
: = i=1 e
Definimos X = ——— , (3), la media aritmética de los datos,

n
i=1,2,..n.

Definimos el error de un dato x;, con respecto a la media X, o con respecto
a un dato arbitrario x, por las expresiones:

d;=x; - X, 0, d; (x) 0x; =x. Es claro que puede ocurrir que la suma de todos
los errores anteriores puede dar cero. Por esta causa esta suma de errores o
desviaciones no es significativa para estudiar las propiedades de la media arit-

mética, X.
Para caracterizar la media aritmética, X, necesitamos definir el error
cuadrérico de los errores d =x - X, i=1,2,...n, de las desviaciones de los datos

X;, con respecto a la media, X, como sigue:
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n
S®) =3 (x;- %)%, donde x €R ,(4)
i=1

Es claro, que la funcién y =S (x) es una funcién cuadratica de la variable x,
que es, positiva, y que, por lo tanto alcanza su minimo absoluto en el punto

3

X = T, s decir en la media.

a) Traslacién de ejes de coordenadas.- Si designamos por XY, y X’Y’ dos
sistemas de coordenadas cartesianas relacionados por el vector de traslacién,
t=(a,b) tenemos que, si P(x,y) y P(x’,y’), son las coordenadas del punto P, con
respecto a los ejes XY, y X’Y”, respectivamente, tenemos para las ecuaciones
de la traslacion de ejes:

b

X’=x-a, y=y-b.(5)

Con todo lo anterior ya estamos en condiciones de resolver el problema
propuesto.

Rectas de regresién lineal. Coeficiente de correlacién lineal y su in-

terpretacion geométrica y algebraica.
Sea la variable estadistica bidimensional, (X,Y), de la que conocemos la

distribucion de datos, P.(x;y;),1=1,2,...n.
Llamamos centro de gravedad o baricentro de la distribucién o nube de

puntos anterior, al punto G(X, ¥), donde X e ¥, son las medias aritméicas de las
variables estadisticas unidimensionales x e y, respectivamente.

Recuérdese que, en cierto sentido, toda variable estadistica bidimensional
se puede considerar como la proyeccidn o recomposicion segtin nos convenga,
de las variables estadisticas, X e Y, respectivamente.

Vamos a determinar, por ejemplo, la recta de regresién de Y, sobre X, es
decir, la recta de la forma: y = a + b x, (donde a y b son los pardmetros a
determinar del haz de rectas del tipo anterior), de manera que el error cuadratico,
de y sobre x, dado por (1), sea minimo. Esto es: la recta de y sobre x, que esta
mas cerca de la nube de puntos de acuerdo con el criterio del error cuadratico,
o el también llamado “método de ajuste o de aproximacién por ninimos cuadra-

29

dos”.
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Para resolver el problema propuesto definimos la traslacién de ejes, x” =
x - X, y’ =y -V, de modo que, con este cambio de coordenadas, el origen del
nuevo sistema de coordenadas, es el punto 0° (X, ).

Asi, en el nuevo sistema de coordenadas la variable bidimensional (X,Y) se
transforma en la variable bidimensional (X’,Y”), de tal manera que:

X=X - X, Yi=Y-Y i=1,2,.n.

son las coordenadas de los puntos, P;, en el sistema de coordenadas, X’Y".
Por tanto, de acuerdo con la férmula del error de minimos cuadrados dada
por (1), podemos escribir operando y reagrupando términos en la misma que:

S(a,b)= X (y;-@+bx))2=3 (y; +¥ -¥ -a-b(x;-X+X)) =

S(a,b)= X (y’;+¥-a-bx’;-b >_<)2 (6) ,a,b € R que esuna funcién
de las variables reales, a y b, y que representaria, en el sistema de coordena-
das, (a,b,S), un paraboloide eliptico, como es facil de probar.

Ahora bien, si elegimos entre las rectas que buscamos aquellas en las que

¥ =a+b X, es decir las que pasan por el punto G(X, ¥), que es el centro de
gravedad de la distribucion, en la relacién (6), obtenemos:

S(a,b)=S' () =3 (v’ -bx’ )2 =b? T x2-2b T Xy + Dy =

=AbB -2Bb+ C, (7), que es una funcioén cuadratica en b, que puede ser
representada como una parébola en el plano (b S’), y donde hemos puesto

72 : | ’2
como A=Exi 5 B=inyi y C:E}’i

Como A > 0, el vértice de (7) est4 en el minimo absoluto, y viene dado por:

32 52
- 2B 22X Y
b= = ; (8)
2A xx

De la relacién (8), obtenemos que el minimo de (7), es:

> X’i2 - X Y’iz -(2 X’; Y’i)z
S’(b) = >0, (9
2 X’iz
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De la féormula (9), obtenemos a partir de su numerador positivo una nueva
demostracion de la desigualdad de Cauchy-Schawarz, y con la igualdad alcan-
zada, siy s6losi, y’;=kx’;,1=1,2,...n, es decir si los vectores x’ = (X j5eeeX ")
ey’ =(y’;--y’,) son proporcionales.

Por todo lo anterior, tenemos que la recta de regresiéon de y sobre x viene
dada por las dos relaciones siguientes:

Restando ambas, llegamos a

_ XY _
=by (x-X)=———"— (x-R),

> X’iz

, se llama coeficiente de regresion lineal de y sobre x,

<l

y_
donde, b, . = “xy
onde, yx= 5

2
Bx

— v_ 1 — 2 9 2_ 72
B = C(X,Y) = covarianzade X e Y =X x; ¥}, ¥ s, = x’;", esel

cuadrado de la covarianza, de la variable X.
Por simetria se obtiene la recta de regresion de x sobre y. Viene dada por:

x-X=b, (y-¥),

donde b, es el coeficiente de regresion lineal de x sobre y, y viene dado por

Xy’
s
Xy . . s .
bXy = —, , con las mismas notaciones y definiciones anteriores.
Sy
Se define el coeficiente de correlacion lineal, r = + V byX be , media
geométrica con signo de byX y bXy .
Se puede demostrar que:
1) -1< r<1.
variacién explicada > (y.. -V )2 s
2 _ est _ Xy
2) = B > T3 o
variacion total >(y-¥) s.” s
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3) Definimos como s ., = error tipico de estima de y sobre

/E(y Vest )
.y

e . E ( X - Xest )2
Sy .y = error tipico de estima x sobrey =
n

Demostrar que

o 22 > J— 2 2
D) syx=s, (1-17)=8(b) 'y Besr = Sg (1 -]

i) sl / sX -y para la regresion lineal. (Es el resultado cierto para la regresion
no lineal?

Observacion y Problemas.
1) La resolucioén clésica del problema de buscar la recta de regresion lineal
de y sobre x, dada por y = a + b x, minimizando la funcién

n
S(a,b) = 2_ (a+b x)) como una funcidn diferenciable en las variables,

ay b, utilizando el calculo diferencial de dos variables para la determinacion de
suminimo, ver (1).

2) Una buena coleccion de ejercicios de ampliacion para profesores y alum-
nos sobre los siguientes topicos de este tema: rectas de regresion lineal, coefi-
cientes de regresion, coeficiente de correlacion lineal, coeficiente de determi-
nacion (r ), varianza residual, con el estudio y el significado de sus propiedades
algebraicas y geométricas, tanto en lo que se refiere a la poblacién, como a la
muestra se puede enontrar en los libros citados en la bibliografia, y en especial,
en (1).

También se encuentran en todos los libros citados en la bibliografia la repre-
sentacién grafica e interpretacion de las rectas de regresion lineal, y de sus
topicos asociados.

En (1), también se estudia la regresion no lineal y la regresién multiple y
parcial, lineal y no lineal.
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Problemas

1) Si la recta de regresion de minimos cuadrados de y sobre x viene dada

por 5
2y -ayy-bYxy

n

y =a+ b x, demostrar sX?y =

2) Utilizando 1), probar:
S(y-9)-b 3 (x%) (y9)

n

3) Demostrar que E(y'}_’)zzE(Y'Yest)2+2(yest'}_’)2

4) La recta de regresion de y sobre x esy =a+ b x donde b =r sy / 8

Analogamente, la recta de regresion de x sobre y es x = ¢ + d y donde

_ _ 2
d—rsy/sx.Entonesbd—r.

5) Aplicando la férmula del amgulo entre dos rectas, demostrar que el angulo
determinado por las dos rectas de regresién lineal muestrales de minimos cua-
drados viene dada por

2
(l—r)sXy

2 2 2
r (s, +sy )

arct

Aplicaciones y complementos
En esta seccion damos diferentes aplicaciones y complementos relaciona-
dos con la regresion y correlacion lineal.

Aplicaciones

Vamos a resolver un problema de regresién y correlacién lineal a través de
un problema de tipo geométrico, y cuyo enunciado es el siguiente:

Considera el tridngulo rectangulo de vértices A(0,0), B(a,0) y C(0,b). Inter-
pretando estos vértices como datos una variable estadistica bidimensional
Z = (X,Y), demostrar que las rectas de regresion lineal de Y sobre X, yde X
sobre Y son, las medianas correspondientes a los catetos del tridangulo.

Calculad el coeficiente de correlacién lineal.

Veamos la solucién. Podemos considerar los casos: 1) a> 0y b > 0;
2)a> 0y b> 0. Basta con resolver el primero. Ver la figura (1) aparte.
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Tenemos para el calculo la siguiente tabla de frecuencias.

2 2

X Y X Y XY
0 0 0 0 0
a 0 a2 0 0
0 b 0 b2 0
a b a2 b2 0

Los momentos de primer y segundo orden de la distribucién (X,Y) vienen
dados por:

ajp=X=a3 y ay=V=b3, a=2a¥3 y ag, =b%3, a;;=0

El centro de gravedad o de la distribucion es el baricentro del tridngulo,
G(X.9).

Las desviaciones tipicas de X, de Y, y la covarianza de (X,Y) respectiva-
mente, estan dadas por:

Sy = aj; -3y 3 = -ab/9
Nota: Los momentos respecto al origen de una variable estadistica bidimensional,
Z = (X,Y) de frecuencias unitarias vienen dados por la siguiente expresion:

a; = Y;; Xy, donde i,j=0,1,2....

Los coeficientes de regresion de Y sobre X, y de X sobre Y, denotados, byx,

be, respectivamente son:
- 2 _ _ 2
byX = sxy/sX = -b/2a, bXy = sxy/sy =-a/2b.
De aqui, las rectas de regresion de Y sobre X y de X sobre Y, son las
siguientes:

ryx:y—)_7=byx(x->—<); y-b/3=-b/2a (x-2a/3),
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Ty

y:x->—<=bxy(y-}7); x-a3=-a/2b (y-b/3)

Se puede comprobar sin ninguna dificultad que son las medianas de los
catetos del triangulo rectangulo dado.
El coeficiente de correlacion lineal

r ==+ bex be =+ 1/2

Nota: Se puede generalizar este problema para un triangulo cualquiera, y para
algunos tipos de poligonos.

Complementos

En larevista Pardbola Vol. 14, n.3, editada por la University of New South
Wales, 1978, en las p.p. 33-34, encontramos el problema propuesto n. 377:
Sean x;, y; (1= 1,2,...n ) nimeros reales tales que

X12 X2 .. 2 X y Y12 Y32 e 2 Y,
Probar que si zj, z,, .... , z, es cualquier ordenacién de Vi Figr v 5 Yo
2 o 2

entonces Y ; (X-y;)" < X, (x%-%)

Ver (11) para encontrar la solucion.

En la revista The Mathematical Gazette, n. 77 (1993), aparece la siguiente
nota: “Comparing Spearman’s rank the product-moment correlation

coefficients”, el siguiente teorema:

Teorema,. Sean (x;,y;), (X9,¥5)... (X,,¥,,) 1 > 2 datos de una variable

bidimensioal con x;< x5 <. <x; 'y  y;<y, <.<y, tales que r, = 1.
Entonces
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Los autores son: C. Bradley y N. Lord. Ver (12).

Mas recientemente, en la revista Monthly de la MAA, en Vol. 104, n5, May,
1997, pp. 458-459, tenemos el problema 10.384, propuesto por F. Kemp, en
1994, sobre “A Lower Bound on Correlation” y cuyo enunciado es: '

“Supongamos x; < x, <... <X, Y Y <Yy <..<y,. Definimos el
coeficiente de correlacidn r en la forma usual:

2i(x-X)(y;-Y)
r= =2 =D
\/Zi(xi-x) Ei(yi'Y)

donde X e ¥ son las medias aritmética de los x e y, respectivamente. Demos-

trar que
1
r2>

n-1

Laresolucion que se publica es la dada por R.J. Chapman, de la University
de Exeter. Exeter, UK., y la técnica empleada por este es distinta a la dada
anteriormente y consiste en utilizar el espacio euclideo R" en el que se cons-
truyen un conjunto C, y unos vectores u, v € R", apropiados. Ver (13).

Conclusiones y comentarios

Esta claro que en esta demostracion para la obtencion de las rectas de
regresion lineal de y sobre x, de x sobre y, respectivamente, hemos evitado en
todo momento el calculo de derivadas parciales.

Se puede hacer de esta exposicion elemental de la experiencia que hemos
presentado aqui, en la forma geométrica y algebraica de la regresion y corre-
lacion lineal sin grandes dificultades en el segundo ciclo de la ESO, en el bachi-
llerato LOGSE, y en el actual BUP. Esta experiencia se ha realizado en este
afio con un provecho aceptable para los alumnos.

Todo esto supone un cambio metodoldgico y didactico profundo y posible-
mente novedoso e importante en la ensefianza de este tema, debido al carécter
elemental de la exposicion: tanto de los razonamientos como de las técnicas
utilizadas. Todo ello es necesario hacerlo asi, en este nivel educativo, para
conseguir la mejor educacion matematica con nuestros alumnos en su doble
vertiente: ensefianza y aprendizaje de calidad.

Esperamos las criticas y las sugerencias constructivas que mejoren nuestra
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pequefia investigacion, presentada en este articulo. Si, ademas, logramos no
aburrir a los alumnos menudo objetivo habremos conseguido, al hacerles mas
sencillo y més asequible el aprendizaje de las matematicas en estos niveles
educativos.

Hoy, para los tiempos que corren en la ensefianza ya es mucho.
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